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Re´sume´ :
Une nouvelle technique passive de re´duction des vibrations et du bruit utilisant des absorbeurs purement
non line´aires est e´tudie´e. Par rapport aux syste`mes passifs classiques (absorbeur de Frahm, re´sonateur
Helmholtz), un absorbeur purement non line´aire fonctionne dans une gamme de forcage limite´, mais
en revanche, dans une large bande de fre´quence. Dans cette communication, on s’attache a` de´finir
cette zone de fonctionnement en analysant les re´ponses pe´riodiques force´es.
Abstract :
A new passive technique of reducing vibration and noise using purely nonlinear absorbers is studied.
Compared to classical passive systems (Frahm absorber, Helmholtz resonator), a single nonlinear ab-
sorber works in a limited range of forcing but in a wide band of frequency. In this paper, we define the
range of usability of a pure nonlinear absorber by analysing the periodic forced responses.
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1 Introduction
Aujourd’hui dans les applications industrielles et civiles, le controˆle passif des vibrations est souvent
effectue´ au moyen d’absorbeurs line´aires qui fonctionnent sur le concept d’antire´sonance, comme l’ab-
sorbeur de Frahm et le re´sonateur d’Helmholtz. Ces syste`mes classiques sont efficaces mais seulement
dans une bande de fre´quence extreˆmement limite´e.
Une nouvelle technique passive de re´duction des vibrations et du bruit consiste a` utiliser des absorbeurs
purement non line´aires fonctionnant sur le principe du “pompage e´nerge´tique”. Le concept de pompage
e´nerge´tique a e´te´ propose´ par Vakakis et Gendelman [1,2], il y a tout juste une dizaine d’anne´e. Pour
prote´ger un syste`me primaire line´aire , on lui attache un syste`me masse-ressort a` raideur purement
non line´aire (l’absorbeur non line´aire), et on cherche a` placer l’ensemble dans des situations ou` il se
produit des transferts irre´versibles d’e´nergie vibratoire du syste`me primaire line´aire vers l’absorbeur
non line´aire. L’e´nergie est ainsi localise´e et dissipe´e dans l’absorbeur non line´aire, en limitant l’am-
plitude de la re´ponse du syste`me primaire line´aire. Ce phe´nome`ne est appele´ “pompage e´nerge´tique”
ou bien “Targeted Energy Transfer” dans la litte´rature anglo-saxonne, et on parle souvent de NES
(Nonlinear Energy Sink) pour l’absorbeur purement non line´aire.
La dynamique d’un absorbeur non line´aire a e´te´ de´crite en de´tail dans [2,3] en terme de capture
de re´sonance et de modes non line´aires. Par rapport aux syste`mes passifs classiques, l’absorbeur
non line´aire a l’avantage de fonctionner dans une large bande de fre´quence. La premie`re validation
expe´rimentale du phe´nome`ne de pompage e´nerge´tique a e´te´ publie´e en 2005 [4]. Depuis, plusieurs
e´tudes sur le plan the´orique et expe´rimental ont e´te´ re´alise´es en vue d’applications dans le domaine
de la me´canique vibratoire. Au Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique de Marseille, B. Cochelin
[5] et R. Bellet [6] ont mene´ une e´tude comple`te de la technologie “membrane” pour la conception
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d’absorbeurs non line´aires en acoustique, et R. Mariani [7] a conduit une e´tude sur l’utilisation de
haut-parleurs comme absorbeurs non line´aires (comple´mentaire de la technologie “membrane”).
Dans cette e´tude, on analyse les re´ponses force´es d’un syste`me primaire line´aire qui est couple´ avec un
absorbeur a` raideur purement cubique (NES). Selon le niveau de forc¸age F et la fre´quence de forc¸age
ω, les re´ponses pe´riodiques peuvent se de´stabiliser au profit de re´ponses quasi-pe´riodiques, appelle´s
“Strongly Modulated Responses” (SMRs) par Gendelman et Strarovetsky [8]. Des e´changes intenses
d’e´nergie se produisent alors entre le syste`me primaire et le NES, et ils ont pour effet de limiter la
hauteur des pics de re´sonance : c’est le phe´nome`ne que l’on cherche a` obtenir pour prote´ger le syste`me
primaire. Dans la perspective de savoir dimensionner un NES, il est important de de´terminer les zones
des parame`tres (F , ω) ou` le pompage e´nerge´tique se produit. Une premie`re fac¸on lourde et brutale est
de faire de l’inte´gration temporelle des e´quations du mouvement du syste`me. Une me´thode plus subtile
consiste a` analyser la dynamique du syste`me par des techniques d’e´chelles multiples comme dans la
The`se de Nguyen [9] et dans [10]. On propose ici de de´terminer ces zones de pompage e´nerge´tique
a` partir des branches de solutions pe´riodiques force´es stables et instables du syste`me. On va e´tablir
une formule pour de´terminer le niveau de force ou` de´marre le phe´nome`ne de pompage e´nerge´tique
en fonction de la fre´quence de l’excitation et de la fre´quence du syste`me primaire. La technique sera
ulte´rieurement applique´e a` des syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´. L’application vise´e de cette
technique est le traitement du bruit en basses fre´quences dans les cavite´s acoustiques.
2 Pompage e´nerge´tique en re´gime force´
On conside`re un syste`me simple a` deux degre´s de liberte´ qui rassemble un syste`me line´aire a` un
degre´ de liberte´ (le premier oscillateur, ou le syste`me primaire) et un NES (le deuxie`me oscillateur,
ou l’absorbeur non line´aire). Le premier oscillateur est un syste`me line´aire masse-ressort-amortisseur
classique et le deuxie`me est compose´ d’une masse, d’un ressort purement non line´aire a` raideur cubique
et d’un amortisseur de type visqueux. Les deux oscillateurs sont couple´s par un ressort line´aire de faible
raideur. Un forc¸age pe´riodique f(t) est applique´ sur l’oscillateur primaire.
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Fig. 1 – Un syste`me a` deux degre´s de liberte´ pour pompage e´nerge´tique
Apre`s avoir de´fini un temps adimensionnel τ = tω1, ou` ω1 =
√
k1/m1, les e´quations du syste`me (figure
1) sont repre´sente´es sous la forme adimensionnelle suivante :{
u¨1 + µ1u˙1 + u1 + β(u1 − ua) = F
γu¨a + µau˙a + αau
3
a + β(ua − u1) = 0
(1)
ou` γ = ma/m1 est le ratio massique des deux masses, β = kc/k1 le faible coefficient de couplage,
µ1 = c1/
√
k1m1, µa = ca/
√
k1m1 les facteurs d’amortissement respectifs du syste`me primaire et de
l’absorbeur et αa = k
nl
a /k1 le coefficient de la rigidite´ cubique.
On cherche les solutions pe´riodiques par une me´thode d’e´quilibrage harmonique a` un terme avec
une condition de phase sur le de´placement ua de l’absorbeur. On prend la force F sous la forme
F (t) = Fccos(ωt) + Fssin(ωt) et les solutions du syste`me u1 et ua sous la forme suivante :{
u1 = u1ccos(ωt) + u1ssin(ωt)
ua = uaccos(ωt)
(2)
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En inse´rant u1 et ua dans les e´quations (1), et en ne´gligeant les harmoniques en 3ω, on obtient les
e´quations alge´briques suivantes :

(1 + β − ω2)u1c + µ1ωu1s − βuac = Fc
(1 + β − ω2)u1s − µ1ωu1c = Fs
3
4αau
3
ac + (β − γω
2)uac − βu1c = 0
µaωuac + βu1s = 0√
F 2c + F
2
s = F√
u21c + u
2
1s = u1
(3)
Un ensemble de solutions pe´riodiques en re´gime force´ du syste`me est montre´ a` la figure 2. Il a e´te´
obtenu en re´solvant ces e´quations alge´briques pour diffe´rents niveaux de force.
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Fig. 2 – Exemple de solutions pe´riodiques du syste`me avec β = 0.5, γ = 1, αa = 1, µ1 = 0.01,
µa = 0.01, F = [0.01 : 0.01 : 0.3].
On fait maintenant l’analyse des deux modes non line´aires (non amortis) du syste`me avec la meˆme
me´thode analytique. On enle`ve la force F et les amortissements dans le syste`me (1) et on prend
les deux de´placements du syste`me sous la forme u1 = u1ccos(ωt) et ua = uaccos(ωt). Les e´quations
suivantes sont obtenues : {
(1 + β − ω2)u1c − βuac = 0
−βu1c + (β − γω2)uac + 3αa4 u
3
ac = 0
(4)
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Fig. 3 – Deux modes non lie´naires du syste`me avec β = 0.5, γ = 1 ,αa = 1.
Ces deux modes non line´aires sont montre´s a` la figure 3. Pour le premier, les deux oscillateurs vibrent
en phase alors que pour le deuxie`me mode non line´aire, les deux oscillateurs vibrent en opposition
de phase [5]. Ici, on repre´sente les valeurs absolues des amplitudes de u1 et ua en vue de regarder les
solutions pe´riodiques en re´gime force´ du syste`me. Les solutions pe´riodiques en re´gime force´ du syste`me
pre´sentent des extremums qu’on appelle commune´ment les pics de re´sonance. Les courbes qui joignent
ces pics de re´sonance correspondent aux deux modes non line´aires du syste`me. Finalement, on arrive
a` la conclusion que le syste`me non line´aire oscille en re´gime force´ au voisinage des deux modes non
line´aires du syste`me libre.
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Le jeu de parame`tres β = 0.5, γ = 1, αa = 1 e´tait commode pour montrer que les re´ponses force´es se
font au voisinage des modes non line´aires, mais avec ces valeurs il n’y a pas de pompage e´nerge´tique
car le couplage β est trop fort. Conside´rons maintenant le jeu de parame`tres β = 0.15, γ = 1, αa = 1
compatible avec le pompage. Pour ces nouveaux parame`tres, les deux modes non line´aires sont montre´s
a` la figure 4 et les re´ponses force´es a` la figure 5. On peut voir que les courbes de re´ponses force´es a`
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Fig. 4 – Deux modes non lie´naires du syste`me avec β = 0.15, γ = 1, αa = 1.
amplitude de force constante restent e´galement au voisinage des modes non line´aires mais avec cette
fois des passages d’un mode non line´aire a` l’autre. Sur la figure 4, il y a un point maximum sur la
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Fig. 5 – Contour des amplitudes de u1 en fonction de la force et la fre´quence (β = 0.15, γ = 1,
µ1 = 0.01, µa = 0.3, αa = 1)
courbe u1(ω) correspondant au deuxie`me mode non line´aire. On peut montrer (ce n’est pas fait ici)
qu’au dela` de ce point, le mode devient instable. En ce qui concerne les re´ponses force´es, lorsque le
pic de re´sonance atteint ce point, les solutions pe´riodiques force´es se de´stabilisent elles aussi au profit
de solutions quasi-pe´riodiques (SMR), c’est le de´marrage du phe´nome`ne de pompage e´nerge´tique du
syste`me. On voit donc qu’il est important de trouver ce point maximum sur le mode non line´aire et
de savoir pour quel niveau de force il est atteint. Cela permet de dimensionner un NES.
2.1 De´marrage du pompage
Pour trouver le point maximum sur le mode non line´aire, nous re´solvons l’e´quations (4) en exprimant
u1 et ua en fonction de ω : 

u1c =
2β
1+β−ω2
√
β2+(γω2−β)(1+β−ω2)
3αa(1+β−ω2)
uac = 2
√
β2+(γω2−β)(1+β−ω2)
3αa(1+β−ω2)
(5)
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Ensuite, en de´rivant u1c par rapport a` ω, et en posant du1c/dω = 0, la valeur de la fre´quence du point
est obtenue sous la forme :
ω =
√
β +
√
β2 + γ2(1 + β)2 − 2γβ + γβ2
γ
(6)
Donc, les valeurs des deux amplitudes du point sont obtenues par les e´quations (5) et (6). Il reste
maintenant a` de´terminer le niveau de force F pour lequel le pic de re´sonance du re´gime force´ atteint
ce point. On e´value F a` l’aide de (3) et en se placant sur le mode non line´aire, c’est a` dire en
conside´rant u1c et uac lie´s a` ω par (4) (c’est une approximation commode pour avoir les pics de
re´sonance). Finalement, l’e´quation de la force de de´marrage Fd en fonction de uac et ω est donne´e sous
la forme suivante : 

u1c = uac +
uac(0.75αau2ac−γω
2)
β
u1s = −µaβ ωuac
Fd =
√
(µ1ωu1s)2 + ((1 + β − ω2)u1s − µ1ωu1c)2
(7)
2.2 Zone de pompage
On va maintenant de´terminer la zone de pompage en analysant les extremums (par rapport a` u1)
des courbes de re´ponses force´es a` amplitude de force constante (figure 5). Les courbes de la figure
6 montrent ces extremums dans le plan (ω, F ). D’apre`s ces deux figures, quand la force est faible,
il y a seulement un pic de re´sonance sur la solution pe´riodique et il correspond a` une valeur de ω
quasi-constante. Quand la force est un peu plus forte, le pic de re´sonance se de´forme et il apparait
cette fois trois extremums. Dans cette zone, il y a des transferts irre´versibles d’e´nergie qui apparaissent
[7], du syste`me primaire line´aire vers l’absorbeur non line´aire. Quand la force est forte, un nouveau
pic de re´sonance apparaˆıt, et il y a de´sormais plus que trois extremums sur les courbes.
D’apre`s ces constatations, la zone de fonctionnement de l’absorbeur non line´aire commence a` partir du
point de de´marrage des transferts irre´versibles (passage de un a` trois extremums) jusqu’a` l’apparition
du second pic de re´sonance.
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Fig. 6 – La meilleur zone de pompage e´nerge´tique avec β = 0.15,γ = 1,µ1 = 0.01,µa = 0.3,αa = 1
3 Adaptation en fre´quence de l’absorbeur non line´aire
Un inte´reˆt important des absorbeurs non line´aires est leur capacite´ a` s’adapter quand la fre´quence
du syste`me primaire change. On se propose ici de bloquer tous les parame`tres du mode`le et de ne
faire varier que la fre´quence propre du syste`me primaire. Si on introduit ω¯1 comme e´tant la variation
relative de fre´quence propre du syste`me primaire alors la formule de de´marrage pre´ce´dente doit eˆtre
adapte´e :
Fd =
√
(µ1ωu1s)2 + ((ω¯21 + β − ω2)u1s − µ1ωu1c)2 (8)
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Les deux diagrammes suivants pre´sentent l’e´volution de cette force de de´marrage (et de la re´ponse
u1) en fonction de ω¯1. Avec l’augmentation de la fre´quence propre du syste`me primaire, le seuil du
phe´nome`ne de pompage e´nerge´tique devient aussi plus grand.
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Fig. 7 – Evolution de la force de de´marrage du NES avec la fre´quence propre du syste`me primaire
4 Conclusions et perspectives
Dans cette communication, nous avons e´tudie´ le phe´nome`ne de pompage e´nerge´tique en re´gime force´
d’un syste`me primaire line´aire a` un degre´ de liberte´ couple´ avec un absorbeur purement non line´aire
(NES). En analysant les re´ponses force´es harmoniques du syste`me, nous avons obtenu une expres-
sion analytique du niveau de force ou` le pompage e´nerge´tique de´marre, nous avons de´fini la zone
de fonctionnement de l’absorbeur et analyse´ son e´volution quand la fre´quence du syste`me primaire
change (adaptation de l’absorbeur). Nous allons maintenant ge´ne´raliser ces re´sultats a` des syste`mes a`
plusieurs degre´s de liberte´, et a` plusieurs NES. L’application vise´e de cette technique est notamment
le traitement du bruit en basses fre´quences en acoustique.
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